三角函数及其应用
三角是代数与几何联系的“桥梁”，同时三角也是解决某些代数、几何问题的工具．

☆三角与代数☆
【例1】求证：
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证法1：由
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证法2：
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【补充】求证：
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【练习】
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【例2】
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证法1：因为
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证法2：
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【练习】
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证明：
[image: image50.wmf]C

B

A

B

A

C

B

A

cos

2

cos

2

cos

2

cos

cos

cos

+

-

+

=

+

+


[image: image51.wmf]C

B

A

cos

2

cos

2

+

+

³



[image: image52.wmf]2

3

2

3

)

2

1

2

(sin

2

2

sin

2

1

2

sin

2

2

2

£

+

-

-

=

-

+

=

C

C

C

，

[image: image53.wmf]2

)

(

cos

2

cos

2

)

2

cos(

2

cos

B

A

B

A

B

A

+

-

+

=

-

+

+

p

p

p

，

[image: image54.wmf]2

cos

2

cos

2

cos

cos

B

A

B

A

B

A

-

+

=

+

，


[image: image55.wmf]Q



 EMBED Equation.3  [image: image56.wmf]<

-

2

B

A



 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf]2

)

(

B

A

+

-

p

，
∴
[image: image58.wmf]2

cos

2

)

(

cos

2

cos

C

B

A

B

A

=

+

-

>

-

p

，
∴
[image: image59.wmf]C

C

C

B

A

B

A

B

A

sin

2

cos

2

sin

2

2

cos

2

cos

2

cos

cos

=

>

-

+

=

+

，
∴
[image: image60.wmf]1

cos

sin

cos

cos

cos

>

+

>

+

+

C

C

C

B

A

．
【例3】已知
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证明：

方法1：由已知
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方法2：
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【练习】已知
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提示：设
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提示：设
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【例4】设
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【练习】设
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即
[image: image105.wmf])

(

3

sin

3

sin

3

sin

C

B

C

B

+

³

+

，

于是
[image: image106.wmf]2

)

(

3

sin

3

sin

3

sin

3

sin

3

sin

-

³

+

+

³

+

+

C

B

A

C

B

A

，

为使
[image: image107.wmf]2

3

sin

3

sin

3

sin

-

=

+

+

C

B

A

，
必须满足
[image: image108.wmf]1

)

(

3

sin

3

sin

-

=

+

=

C

B

A

，
[image: image109.wmf]0

)

(

2

3

sin

=

+

C

B

，这是不可能的，
从而
[image: image110.wmf]2

3

sin

3

sin

3

sin

-

>

+

+

C

B

A

．
另一方面，由
[image: image111.wmf]°

³

60

A

可知，

[image: image112.wmf])

(

2

3

cos

)

(

2

3

sin

2

3

sin

3

sin

3

sin

3

sin

C

B

C

B

A

C

B

A

-

+

+

=

+

+



 EMBED Equation.3  [image: image113.wmf])

(

2

3

sin

2

3

sin

C

B

A

+

+

£



 EMBED Equation.3  [image: image114.wmf]A

A

2

3

cos

2

3

sin

-

=


[image: image115.wmf]A

A

2

3

cos

)

1

2

3

(sin

2

-

=



[image: image116.wmf]3

3

)

2

3

sin

1

)(

3

2

3

sin

3

(

3

1

2

)

2

3

sin

1

)(

1

2

3

(sin

2

A

A

A

A

-

+

=

-

+

=



[image: image117.wmf]3

2

3

)

4

6

(

3

1

2

4

=

£

．
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【例5】对于任意的正数
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【变式】
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☆三角与几何☆

【例6】已知点P是锐角△ABC内一点，使得∠PAB=∠PBC=∠PCA．
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证法2：由角元式赛瓦（Ceva）定理得
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证法3：（平面几何证法）略
【练习】设P为△ABC内或边界上一点，点P到三边的距离为PD、PE、PF．
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【补充】
[image: image221.wmf]H

为锐角△
[image: image222.wmf]ABC

的垂心，
[image: image223.wmf]F

E

D

,

,

为垂足，

求证：（1）垂足△
[image: image224.wmf]DEF

的周长
[image: image225.wmf])

(

2

1

cos

cos

cos

c

b

a

C

c

B

b

A

a

+

+

£

+

+

=

；


（2）
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（3）九点圆半径为外接圆半径的一半。
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（切比雪夫不等式）
或由排序不等式可得
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【例7】半径为
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的圆内接六边形ABCDEF中，AB=CD=EF=R，M、N、T、分别为BC、DE、FA中点，求证：△MNT为正三角形．
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同理
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只需证：
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即
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【练习】AB为圆O的弦，C、D分别为弦AB的三等分点，M、N分别为劣弧
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上的三等分点，MC、ND交于点P，求证：
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，建系证明直线
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