高考创新试题研究
何小亚

华南师范大学数学科学学院

一、创新思维

试题的创新需要创新思维，而创新思维的思路可以从十个角度去提出问题：
(何小亚. 数学学与教的心理学[M].广州：华南理工大学出版社，2016.)
①“假如”的问题：对一个假设的情境加以思考。可用人、地、事、物、时间（现在、过去、未来）的假设发问。例如，假如再多一个条件，就会…；假如过已知直线外一点可作两条直线与已知直线平行，那么就推出了……（罗巴切夫斯基几何）
②“列举”的问题：列举出符合某一条件或特性的事、物，越多越好。例如，请列举出粉笔的用途；请列举出与平方差公式有关的运用。

③ “比较”的问题：比较两个对象的异同。例如，猫和电冰箱有何相同之处？
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有什么异同？
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④“替代”的问题：用其他对象取代原来的对象。例如，这篇文章的题目可以用什么题目来取代？石油可以用什么来替代？这个条（元）件可以用什么条（元）件来替代？

⑤“除了”的问题：寻求突破常规的想法。除了现在这个结果、方法、用途之外，还有其他什么情况？ 此问题除了这种解法外，还有什么解法？

⑥“可能”的问题：联想推测事物可能出现的发展情况。例如，为什么会出现这种现象，可能的原因有哪些？

⑦“想象”的问题：充分想象未来的事物。例如，想象5年后广州市民最喜欢的旅游项目是什么？想象纳米机器人进入人体后会发生什么？

⑧“组合”的问题：将一些对象（字词、事物、图形等）重新排列组合成另外有意义的材料。例如，给你铁丝制品“∩”和“∩”，你能做什么？用这几个条件你能编什么问题？

⑨“六W”问题：Who？what？why？when？where？how？例如，启发学生写有关植树节的作文的思路：为什么栽树？栽什么树？栽在哪里？什么时候栽？谁来栽？怎么栽？启发学生写研究论文的提纲：复数是谁发明的？是怎样发明的？为什么要发明复数？用来做什么？什么时候用？用在哪些地方？

⑩“类推”的问题：将两个对象直接类比，推出新的结论。例如，将洗衣球比拟为人，我们可以来写一篇“洗衣球上学历险记”。观察6=3+3，8=3+5，10=3+7， 12=5+7，14=3+11=7+7，16=5+11=3+13，18=5+13，…，由此我们可以类推出：（歌德巴赫）猜想：每一个不小于6的偶数都是两个奇素数的和。

创新其实并不难，如果能从上述十个方面去思考问题，提出问题，那么你就回会有很多好点子，你也就能做出不同凡响的创新。不怕做不到，就怕想不到！
二、创新策略

1.简单变复杂

1）增加知识点；增加解题步骤；设置跨度大的解题步骤；

2）弱化、减少条件；类比；变换；构建一个同构问题；一般化；系统转换.

2.复杂变简单

以难题、大学问题、竞赛题为基础，

增加条件；降维；变换；特殊化（具体化、赋值、特例）.

3.命题自身结构的重构

逆命题；否命题；逆否命题；偏逆命题.

正确就证明，错误就举出反例，开放性得到体现.

多次重构.

4.命题之间的组合

并列组合；交叉组合（
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，将
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弱化或抽走）；
知识组合；图形组合；根据知识之间的联系组合.

5.形式要新

表述新、背景新、设问新.

联系实际（生活、生产、自然、跨学科）；数学建模；数学探究；开放性问题；存在性问题；新的定义（定义新概念、定义新运算、定义新性质）
三、案例：改变问题的条件结论
（人民教育出版社普通高中数学选修1-1教材36页练习1）：如果椭圆
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上一点P到焦点F1的距离等于6，那么点P到另一个焦点F2的距离是____________

解析：由椭圆定义可知：
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（2009年北京卷）椭圆
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的焦点为F1，F2，点P在椭圆上，若
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的大小为    .
解析：
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又由余弦定理，得
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（人民教育出版社普通高中数学选修1-1教材42页习题2.1A组7）：已知点P是椭圆
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上的一点，且以点P及焦点F1，F2为顶点的三角形的面积等于1，求点P的坐标.
解析：
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image21.wmf]1
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又点P在椭圆
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所以点P的坐标是
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【变式1】已知F1,F2分别是椭圆
[image: image26.wmf]22

1

43

xy

+=

的两个焦点， P是椭圆上一点，且∠F1PF2=600，求△F1PF2的面积
解析：由椭圆定义可知：
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，又∠F1PF2=600，

由余弦定理可知： 
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解得
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，△F1PF2的面积为
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【变式2】若点P在椭圆
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上，F1,F2分别是椭圆的两个焦点，则满足∠F1PF2=900的点有_________个，点P的坐标是_________

解析：由∠F1PF2=900可知：点P在以O为圆心，为
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直径的圆上，即点P满足方程：
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   （1），又点P在椭圆上，即满足：
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由（1）（2）解得：P(0, 1)或者P(0, －1),符合条件的点P共有2个
【变式3】若点P在椭圆
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上，F1,F2分别是椭圆的两个焦点，则
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的最大值是_________,
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的最大值是_________

解析：由椭圆定义可知：
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由基本不等式可知： 
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设P(x,y),则
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又∵点P满足
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四、2006年高考数学创新题集锦
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例1(湖北卷)将杨辉三角中的每一个数
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，就得到一个如右图所示的分数三角形，称为莱布尼茨三角形.从莱布尼茨三角形可以看出
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 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf]1

1

r

n

nC

-

=

，其中
[image: image55.wmf]x

=      ；令
[image: image56.wmf](

)

2

2

1

1

1

1

60

1

30

1

12

1

3

1

n

n

n

C

n

nC

a

+

+

+

×

×

×

+

+

+

+

=

-

，

则
[image: image57.wmf]n

n

a

¥

®

lim

=_______.

思路提示 由观察可知第三行起每一行的倒数第三项的和，即
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点评 本题考查学生的知识迁移能力和观察问题分析问题的能力．[image: image185.wmf]1
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例2(上海卷) 如图，平面中两条直线
[image: image62.wmf]1

l

和
[image: image63.wmf]2

l

相交于点
[image: image64.wmf]O

，

对于平面上任意一点
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的距离，则称有序非负实数对（
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）是点
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的“距

离坐标”．已知常数
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≥0，
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≥0，给出下列命题：

①若
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＝0，则“距离坐标”为（0，0）的点有且仅有1个；

②若
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≠0，则“距离坐标”为（
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）的点有且仅有2个；

③若
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≠0，则“距离坐标”为（
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）的点有且仅有4个．

上述命题中，正确命题的个数是（   ）.

A.0      B.1      C.2     D.3

思路提示  可以逐一验证，答案选D.

点评 本题主要考查学生的阅读理解能力．
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例3(重庆卷/理)如图所示，单位圆中弧
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的长为
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所围成的弓形面积的2倍，则函数
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的图像是(  )．
[image: image187.wmf]A


思路提示 故通过特殊值代入逐一排除，答案选D． 

点评 从图像读取各种信息，寻觅出解题思路．

例4(辽宁卷) 设 eq \o\ac(○,+)是R上的一个运算,A是R的非空子集,若对任意
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 eq \o\ac(○,+)

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image94.wmf]b



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image95.wmf]A
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,则称A对运算 eq \o\ac(○,+)封闭,下列数集对加法、减法、乘法和除法(除数不等于零)四则运算都封闭的是（   ）.

A.自然数集   B.整数集    C.有理数集   D.无理数集
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思路提示 答案选C.
点评 本题考查了阅读和理解能力．
例5(浙江卷)对
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∈R)的最小值是_________．

思路提示 本题是定义一个新函数， 由数形结合可得最小值为
[image: image102.wmf]3
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例6(江西卷/文)如果四棱锥的四条侧棱都相等，就称它为“等腰四棱锥”，四条侧棱称为它的腰，以下4个命题中，假命题是（　　）

A.等腰四棱锥的腰与底面所成的角都相等



B.等腰四棱锥的侧面与底面所成的二面角都相等或互补

C.等腰四棱锥的底面四边形必存在外接圆

D.等腰四棱锥的各顶点必在同一球面上

思路提示 本题是新定义一种四棱锥，其最大特点是侧棱相等，从而可推出与其等价的性质．答案选B．

点评 解本题的突破口是侧棱相等．

例7(广东卷)对于任意的两个实数对
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思路提示 由
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点评 本题考查了学生综合理解能力，是较高层次的要求．
五、其他创新试题
1.新定义

（2010福建卷）对于具有相同定义域
[image: image121.wmf]D

的函数
[image: image122.wmf]()

fx

和
[image: image123.wmf]()

gx

，若存在函数
[image: image124.wmf]()

hxkxb

=+

（
[image: image125.wmf],

kb

为常数），对任给的正数
[image: image126.wmf]m

，存在相应的
[image: image127.wmf]0

xD

Î

，使得当
[image: image128.wmf]xD

Î

且
[image: image129.wmf]0

xx

>

时，总有
[image: image130.wmf]0()()

0()()

fxhxm

hxgxm

<-<

ì

í

<-<

î

，则称直线
[image: image131.wmf]:

lykxb

=+

为曲线
[image: image132.wmf]()

yfx

=

与
[image: image133.wmf]()

ygx

=

的“分渐近线”.定义域均为
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其中曲线
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A. ①④           B. ②③           C. ②④           D. ③④

（2010福建卷）对于平面上的点集
[image: image141.wmf]W

，如果连接
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中任意两点的线段必定包含于
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，则称
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为平面上的凸集. 给定平面上4个点集的图形如右（阴影区域及其边界），其中为凸集的是_____（写出所有凸集相应图形的序号）
2.新运算
（2011天津卷）对实数
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